2-й етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2017 р.
Відповіді та вказівки.
6 клас
1. Розв’язок. Є одне число з цифрою 3 на першому місці, а всі інші – нулі. Є 2016 чисел з цифрою 2 на першому місці і цифрою 1 на одній з інших 2016 позицій, інші – нулі. Є ще 2016 чисел з цифрою 1 на першому місці і цифрою 2 на одній з інших 2016 позицій, інші – нулі.
Відповідь. 4033.
2. Розв’язок. Це можна зробити, наприклад, так, як показано на малюнку.
3. Розв’язок. Оскільки N + 15 ділиться на 22, то і число (N + 15) + 22 = N + 37 ділиться на 22. Аналогічно, так як N + 22 ділиться на 15, то і число (N + 22) + 15 = N + 37 ділиться на 15. отже, число N + 37 ділиться і на 22, і на 15, а так як числа 15 і 22 взаємно прості, то N + 37 ділиться на їх добуток 15  22 = 330. Очевидно, що найменшим натуральним числом, яке ділиться на 330, є саме число 330, тобто N + 37 = 330, звідки одержуємо шукане найменше N = 330-37 = 293.
Відповідь: 293.
4. Розв’язок. Розіб’ємо всі монети на три купки по чотири монети. Фальшиві монети можуть виявитися в одній купці або в двох різних. У будь-якому випадку дві купки мають однакову масу, а третя відрізняється від них. Ясно, що не більш ніж за два зважування можна виділити купки рівної маси.
Тепер візьмемо третю купку, розіб’ємо її на дві пари монет і зважимо їх. Якщо терези опиняться в рівновазі, то ці пари можна додати до знайдених раніше четвірок. В іншому випадку можна стверджувати, що в одній з пар фальшиві монети, а в іншій справжні, тому монети кожної пари розкладемо по одній у дві купки, які мають однакову масу.
5. Розв’язок. Після кожного ходу кількість купок збільшується на 1. Спочатку їх було 3, в кінці – 27. Таким чином, всього буде зроблено 24 ходів. Останній, 24-й хід, зробить другий гравець.
Відповідь. Другий гравець виграє незалежно від гри кожного.


7 клас
1. Розв’язок. Позначимо дані числа як x, x+1, x+2 і x+3. Тоді треба порівняти два числа: x(x+3)=x2+3x і (x+1)(x+2)=x2+3x+2. Звідки видно, що друге число на 2 більше ніж перше.


2. Розв’язок. Нехай площа спільної частини квадратів дорівнює S. Тоді площа маленького квадрата , а площа більшого квадрата , шукане відношення буде таке:

.
Відповідь: 0,75.
3. Розв’язок. Розглянемо проміжок часу від початку руху мурах до другої зустрічі. За цей час мураха з вершини А знову повернеться у вершину А, тобто пройде шлях, який дорівнює периметру прямокутника ABCD. А мураха з вершини С потрапить у діагонально протилежну вершину А, тобто пройде шлях, який дорівнює половині периметра прямокутника ABCD. Отже, швидкість першої мурахи (з вершини А) у 2 рази більше швидкості другої мурахи (з вершини С). Тому, якщо до першої зустрічі в точці D друга мураха проповзла відстань CD = АВ = 15 см, то перша мураха проповзла в два рази більшу відстань, тобто 30 см. А це якраз був відрізок AD. Тому ВС = AD = 30 см.
Відповідь: 30 сантиметрів.
4. Розв’язок. Припустимо, що таке число існує. Тоді, додавши до нього 1 одержимо число, яке ділиться на 2, на 3, на 4, на 5, …, на 2016 і на 2017. Тобто, таких чисел нескінченно багато. Одним з них буде таке число: N = 23456…20162017 – 1.
Відповідь. Такі числа існують.
5. Розв’язок. Парність результату не залежить від розстановки плюсів і мінусів, а залежить тільки від кількості непарних чисел в початковому наборі. Так як в даному випадку їх 1009 (тобто непарне число), то виграє другий гравець.
Відповідь. Виграє другий гравець.



8 клас
1. Розв’язок. Виконаємо такі перетворення:




При x = 2017 і у = 2018 маємо: 



.
Відповідь: 4032.

2. Розв’язок. Нехай t1 час, витрачений на весь шлях першим велосипедистом, t2 – другим, S – довжина шляху АВ. З умови випливає, що 

Звідки , тобто перший велосипедист приїхав раніше.
Відповідь: перший велосипедист приїхав раніше.
3. Розв’язок. Припустимо, що бруски вже складені в коробку. Тоді вони повністю її заповнюють. Розглянемо шар коробки товщиною 1, розташований поруч зі стінкою і розмірами 711. Тоді відповідний брусок або цілком розташовується усередині цього шару, або заповнює по три кубики 111 з цього шару, а це означає, що число кубиків розміром 111 в шарі має ділитися на 3. Але число 711 на 3 не ділиться. Протиріччя.
Відповідь. Не можна.
4. Відповідь. Це можна зробити різними способами, наприклад так: 
301 + 754 + 962 = 2017.
Сума всіх цифр дорівнює 45, нехай «зайва» цифра – х. Тоді сума цифр, за допомогою яких представлено число 2017 дорівнює 45 – х. Число при діленні на 9 має таку ж остачу, як і сума його цифр (це відомий факт і його легко довести). 2017 при діленні на 9 дає остачу 1, тому 45 – х = 94 + 1. Тобто, 45 – 36= х + 1, звідки знаходимо «зайву» цифру: х = 8.
5. Розв’язок. Парність результату не залежить від розстановки плюсів і мінусів, а залежить тільки від кількості непарних чисел в початковому наборі. Так як в даному випадку їх 1009 (тобто непарне число), то виграє другий гравець.
Відповідь. Виграє другий гравець.

9 клас




1. Розв’язок. Скориставшись тим, що , перепишемо цей вираз у вигляді: . Тепер використовуємо відому нерівність: . Звідки отримуємо: .
З іншого боку, значення 8 досягається, наприклад, при х = 1 отримуємо: F(1) = 1 + 0 + 2 + 5 = 8.
Зауваження. Задачу можна розв’язати графічним методом або дослідженням значень суми на відповідних проміжках.
Відповідь: 8.
2. Розв’язок. Розглянемо різницю цих чисел:



.

Відповідь: . До речі, різниця між цими числами складає близько однієї мільярдної, що неможливо з’ясувати за допомогою звичайного восьмирозрядного калькулятора.
3. Підказка. Знайдіть значення цих функцій в точці x = 1.
Розв’язок. y(1) = 1 + p + q = 2018. Але це означає, що кожен з графіків проходить через точку           (1; 2018) координатної площини.
4. Розв’язок. Доцільно розбити доданки на четвірки: 
7 + 72 + 73 +74 +... + 74n =
= 7(1 + 7 + 72 +73) + 75(1 + 7 + 72 + 73) + ... +74n-3 (1 +7+ 72+ +73) = 400(7 + 75 +79 + ... + 74n-3). Якщо один із множників ділиться на 400, то й весь добуток ділиться на 400.
5. Розв’язок. Зробимо малюнок до задачі і проведемо відрізок В1А2||АА1. Нехай АВ1=k, тоді В1С=671k. Далі, за теоремо Фалеса, А1А2=z, А2С=671z, а А1В=2016z. Скористаємось теоремою Фалеса ще раз і одержуємо: ВВ1:В1P=(x+y):x=ВА2:А1А2=2017z:z=2017.
Відповідь: 2017.

10 клас
1. Розв’язок. Перепишемо задану нерівність у вигляді:

.
Шукана множина точок представлена на малюнку. Координатні вісі і пряма у = х до розв’язку не входять.








2. Розв’язок. Представимо шукане число x у такому вигляді: x = n + , де n = [x] – ціла частина x, а  = {x} – його дробова частина. Тоді дану рівність можна переписати так: . Тепер, враховуючи, що , маємо: . Але , тому виконується нерівність: . Існує тільки одне ціле число n = 1, для якого виконується остання нерівність. Далі маємо: .

Перевірка: .

Відповідь: .

[image: ]3. Розв’язок. Розіб’ємо прямокутник 1216 на 16 прямокутників 34 (див. рис.). Так як в прямокутнику розставлені всього 2017 = 12616 + 1 точок, то за принципом Діріхле знайдеться прямокутник 34, який містить не менш, ніж 127 точок. Опишемо навколо цього прямокутника коло, воно накриває ці не менш ніж 127 точок, а його діаметр дорівнює діагоналі маленького прямокутника, тобто .
4. Розв’язок. Зауважимо, що шматки торта, позначені на малюнку буквами a1 а2, а3, не мають спільних сторін. Шматки торта, позначені літерами b1, b2, b3, також не мають спільних сторін, і шматки торта, позначені літерами c1, с2, с3, теж не мають спільних сторін.
Нехай А – загальна вага шматочків a1 а2, а3, В – загальна вага шматочків b1, b2, b3, і С – загальна вага шматочків c1, с2, с3. За умовою, А + В + С = 600 (г), отже, принаймні одне з значень А, В або С не менше, ніж 200 г. Таким чином, Миколка не зможе так розрізати торт, щоб Катруся не змогла вибрати шматочки з сумарною вагою, яка не менше 200 г.
Відповідь: ні, не зможе.
5. Розв’язок. Зауважимо, що 2017 просте число. Тому, на першому кроці Василь віднімає з числа 2017 його дільник – число 1 (іншого ходу у нього просто немає, інакше він програє відразу) і записує на дошці число 2016. Своїм першим ходом Петро теж віднімає 1 і записує 2015. Тепер після ходу Василя в будь-якому випадку на дошці буде записано парне число (будь-який дільник непарного числа непарний, отже, різниця числа і його дільника парна). Тоді Петро віднімає з цього парного числа 1 і знову записує на дошку непарне число. Діючи так і далі – віднімаючи весь час 1 (або якийсь інший непарний дільник), – Петро домагається того, що після кожного його ходу на дошці буде записано непарне число, а значить, після кожного ходу Василя на дошці буде парне число. Оскільки числа, записані на дошці після ходів кожного з гравців, зменшуються, то рано чи пізно після ходу Петра на дошці буде записано 1. Тоді Василь змушений буде відняти від неї 1, записати на дошку 0 і, отже, програти.
Відповідь: виграшну стратегію має другий гравець, Петро.

11 клас



1. Розв’язок. Позначимо прямі на малюнку римськими числами I, II і III. З малюнку видно, що кутовий коефіцієнт прямої I додатній, а у двох інших кутові коефіцієнти від’ємні. Тому k і m мають різні знаки. Але всі прямі перетинають вісь ординат в точках з додатними координатами (при цьому дві з них співпадають), тому , отже,  і рівняння прямої I буде таке: . Далі можливі два варіанти.




1). Припустимо, що пряма II задається рівнянням , тоді маємо: . Прямі II і III перетинаються в одній точці на осі абсцис, тому маємо наступну систему рівнянь: . Тому  і пряма III перетинає вісь ординат вище, ніж пряма II, що не узгоджується з малюнком. А це означає, що зроблене припущення невірне.

2) Залишається можливість, коли пряма II задається рівнянням  що при аналогічних міркуваннях приводить до системи рівнянь:

.


(тут враховано, що ). Далі, .
Тепер можна записати рівняння всіх трьох прямих і побудувати їх графіки:

.

Відповідь: 
2. Розв’язок. Помічаємо, що в лівій частині, починаючи з x2 стоять члени нескінченої спадної геометричної прогресії, знаменник якої дорівнює –x, а перший член її дорівнює x2. Тепер застосуємо формулу для обчислення суми нескінченої спадної геометричної прогресії і знайдемо корні відповідного рівняння: 


Легко пересвідчитись, що знайдені корені задовольняють початковій умові.
Відповідь: корені рівняння: x1 = - 7/9, x2 = 1/2.


3. Розв’язок. Будемо вважати, що дана нерівність вірна і доведемо рівносильну нерівність: . Для цього введемо допоміжну функцію .


Тоді . Отже, функція  спадна на всій області визначення, звідки випливає, що f(2016)>f(2018). Тому буде вірною і початкова нерівність.
Зауваження. Обґрунтування другої нерівності можна виконати і графічно, без застосування допоміжної функції.
4. Розв’язок. Оскільки даний трикутник рівносторонній, то і трикутники T1, Т2, Т3 також рівносторонні. Позначимо сторони шестикутника F як x, y, z, u, v, w, так, як показано на рисунку. 
Тоді периметр P() даного великого трикутника P() = 2x + u + 2y + v + 2z + w, а периметр фігури F Р(F) = x + u +2y + v + z + w = 20. 
Тому сума S периметрів трикутників T1, Т2, Т3 дорівнює S = 3x+3y+3z = 3(x+y+z)= 3(P() - Р(F)) = 3(30 - 20) = 30 (см).
Відповідь: 30 см.
5. Розв’язок. Припустимо, що будь-які дві грані даного многогранника мають різне число сторін. Розглянемо ту грань М, у якої число сторін найбільше і нехай воно дорівнює m (очевидно, що m<2017). Отже, число сторін у будь-якої з інших граней строго менше m. Отже, і кількість інших граней строго менша m (адже навіть якщо б існували 1-гранники і 2-гранники, могли б існувати всього лише m-1 різних інших многокутників). З іншого боку, до границі грані М примикають рівно m інших граней многогранника (на кожній стороні – по одній). Одержали протиріччя. Тому принаймні якісь дві грані обов’язково мають рівне число сторін.
[bookmark: _GoBack]
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