Завдання 2-го етапу Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2017 р.
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1. Скільки існує 2017-значних чисел, у яких всі цифри різні (нулі можуть повторюватись) і сума цифр яких дорівнює 3?

2. Чи можна в клітинках квадрата 3(3 записати числа 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11 так, щоб добутки трійок чисел по всім горизонталям, вертикалям і діагоналям були парними?
3. Знайдіть найменше натуральне число N таке, що число N + 15 ділиться на 22, а число N + 22 ділиться на 15.
4. Відомо, що у наборі з 12 однакових на вигляд монет є дві фальшиві, які відрізняються від справжніх тільки за вагою (всі справжні монети мають однакову вагу і фальшиві монети також мають однакову вагу). Як розділити всі монети на дві рівні за вагою купки, зробивши не більше трьох зважувань на шалькових терезах без гир?

5. Двоє грають у таку гру. Є три купки камінців: у першій – 10, у другій – 9, у третій – 8. За хід дозволяється розбити будь-яку купку на дві менші. Програє той, хто не зможе зробити хід. Хто з гравців може забезпечити собі перемогу?
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1. Яке з чисел більше і на скільки: 20…016(20…019 чи 20…017(20…018? (В кожному з чотирьох чисел підряд стоять 2017 цифр 0).
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2. На малюнку вказані відсотки площ квадратів без врахування їх спільної частини. Знайдіть співвідношення сторін квадратів (меншої до більшої).

3. У вершинах А і С прямокутника ABCD сиділи дві мурахи. Вони одночасно почали повзти (кожна – зі своєю постійною швидкістю) по сторонам прямокутника – одна за годинниковою стрілкою, а друга – проти годинникової стрілки. Зустрівшись вперше у вершині D, вони продовжили повзти далі, кожна у своєму напрямку, і вдруге зустрілися у вершині А. Знайдіть довжину сторони ВС, якщо довжина сторони АВ дорівнює 15 сантиметрів.

4. Чи існує таке число, яке при діленні на 2 дає остачу 1, при діленні на 3 дає остачу 2, при діленні на 4 дає остачу 3, при діленні на 5 дає остачу 4, … при діленні на 2016 дає остачу 2015, при діленні на 2017 дає остачу 2016?

5. Двоє гравців по черзі розставляють між числами від 1 до 2017, які виписані у рядок, «+» або «–». Після того, як всі місця заповнені, підраховується результат. Якщо він парний, то виграє перший гравець, якщо непарний, то виграє другий. Хто з гравців може забезпечити собі перемогу?
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1. Знайдіть значення виразу 
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 при x = 2017 і у = 2018.

2. З пункту A в пункт В виїхали одночасно два велосипедисти. Перший половину часу, який він витратив на проходження всього шляху, їхав зі швидкістю 25 км/год, а решту часу він їхав зі швидкістю 20 км/год. Другий першу половину шляху з А в В їхав зі швидкістю 20 км/год, а другу – зі швидкістю 25 км/год. Хто з них раніше приїхав до пункту В?

3. Є 77 прямокутних брусків 3(3(1. Чи можна ці бруски скласти в прямокутну коробку розмірами 7(9(11 (коробка з кришкою)?

4. Чи можна за допомогою дев’яти різних цифр і знаків додавання записати число 2017 (кожну цифру можна використовувати тільки один раз). Яка цифра при цьому виявиться «зайвою»? Відповідь обґрунтуйте.

5. Двоє гравців по черзі розставляють між числами від 1 до 2017, які виписані у рядок, «+» або «–». Після того, як всі місця заповнені підраховується результат. Якщо він парний, то виграє перший гравець, якщо непарний, то виграє другий. Хто з гравців може забезпечити собі перемогу?
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1. Знайдіть найменше можливе значення суми 
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, коли х пробігає множину всіх дійсних чисел.

2. Що більше: 
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3. Розглядаються квадратичні функції y = x2 + px + q, для яких p + q = 2017. Покажіть, що параболи, які представляють графіки цих функцій, перетинаються в одній точці. 

4. Доведіть, що 7 + 72 + 73 + 74+...+ 74n ділиться на 400 при будь-якому натуральному n.

5. На сторонах АС і ВС трикутника АВС відмічено відповідно точки В1  і А1 так, що      АС:В1С = 672:671, ВС:А1В = 4:3. Відрізки АА1 і ВВ1 перетинаються в точці P. Знайдіть відношення ВВ1 до В1P.
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1. Вкажіть на координатній площині множину всіх точок, координати яких задовольняють нерівність: 
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2. Знайдіть всі дійсні числа x, які задовольняють рівність: 20x+17{x} = 37, де {x} – дробова частина числа x, тобто {x} = x – [x], а [x] – найбільше ціле число, яке не перевищує x.

3. У прямокутнику зі сторонами 12 і 16 довільно розставлені 2017 точок. Доведіть, що можна побудувати коло діаметр якого дорівнює 5 і яке вміщує не менше 127 точок.

4. Жадібний Миколка розрізає прямокутний торт вагою 600 г двома прямолінійними розрізами, які паралельні одній парі сторін, і двома прямолінійними розрізами, які паралельні іншій парі сторін. Катрусі дозволяється вибрати з дев’яти одержаних шматочків якісь три, жодні два з яких не мають спільної сторони. Чи зможе Миколка так розрізати торт, щоб Катруся не змогла вибрати шматочки з сумарною вагою, яка не менша 200 г?

5. Василь і Петро грають у таку гру. Спочатку на дошці записано число 2017. Хлопчики ходять по черзі, і на кожному кроці потрібно від записаного в даний момент на дошці числа відняти будь-який (за вибором гравця, який робить хід) його натуральний дільник і результат записати на дошку замість записаного на ній числа (до дільників числа відносяться також 1 і саме число). Програє той з хлопчиків, після ходу якого на дошці з’явиться нуль. Першим починає ходити Василь. Хто з хлопців виграє при правильній грі?
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1. В прямокутній системі координат схематично зображені три прямі. Відомо, що цім прямим відповідають рівняння: 
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 де k і m – деякі дійсні числа (але не відомо, якій прямій яке рівняння відповідає). Знайдіть k і m.

2. Розв’язати рівняння: 2x+1+x2-x3+x4 -x5+ … = 13/6, де 
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3. Доведіть, що 
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4. Сторона рівностороннього трикутника дорівнює 10 см. Всередині цього трикутника проведені три відрізка, паралельні його сторонам, як показано на малюнку справа. Периметр фігури F виявився рівним 20 см. Знайдіть всі можливі значення, які може набувати сума периметрів трьох маленьких трикутників T1, Т2, Т3.
5. Опуклий многогранник має 2017 граней. Доведіть, що принаймні дві його грані мають однакову кількість сторін.
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